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Вступ. Темпи довгострокового економічного зростання відіграють ключову роль 
при формуванні рівня життя суспільства. Високі темпи зростання є незамінним 
механізмом подолання бідності, що є однією з основних глобальних проблем людства.  

Причини економічного зростання є головним предметом дослідження економічної 
науки з самого початку її існування. Економіко-математичне моделювання, у свою чергу, 
є потужним інструментом при розв’язанні цієї проблеми.    

В економічній та економіко-математичній літературі найбільш відомими та 
вивченими є неокласичні моделі економічного зростання, які описують економічне 
зростання у агрегованій замкненій економіці. Першою класичною роботою в рамках 
даної теорії є модель Рамсея (Ramsey) [1], яка була удосконалена у роботах Касса (Kass) 
[2] та Купманса (Koopmans) [3].   

Виділимо також роботи Харрода (Harrod), Домара (Domar), Солоу (Solow), Свона 
(Swan), Ромера (Romer), Лукаса (Lucas), які досить детально описані у монографії [4]. 
Проте недостатньо вивченим залишається питання врахування інтелектуальної складової 
людського капіталу в моделях економічного зростання, чому і присвячена дана робота.         

«Традиційні фактори виробництва – земля, праця і капітал, – не зникли. Але вони 
відійшли на другий план. Знання стає єдиним значущим ресурсом». Ці слова відомого 
фахівця у галузі менеджменту П. Друкера (P. Drucker) [5] яскраво підкреслюють 
актуальність обраної теми дослідження. 

Те, що інновації (як продукт інтелектуального капіталу) є не тільки важливим 
явищем, але й є рушійною силою економічного зростання економісти припускали вже 
досить давно. Проривом у даному напрямі була класична робота Солоу [6], у якій було 
показано, що 87,5 % зростання виробництва у США за період 1909-1949 р. р. 
пояснюється виключно технологічним прогресом людського капіталу і жодним чином не 
пов’язані зі змінами фізичного капіталу. Інновації та нематеріальні активи на даний час є 
важливими факторами економічного зростання. Довготривале зростання у неокласичних 
моделях пояснюється не зростанням населення, а накопиченням інтелектуального 
капіталу (знання).            

 Постановка завдання. Як відомо, традиційними ресурсами, що розглядаються на 
макроекономічному рівні, є капітал та праця. В сучасному світі, коли інтелектуальна 
праця відіграє важливу, а може навіть і вирішальну роль, ресурс «праця» амортизується 
та інвестується. Тому разом з виробничим капіталом необхідно розглядати 
інтелектуальний капітал, який може вимірюватись в одиницях простої праці. 

Метою статті є побудова та дослідження загальної концептуальної моделі 
оптимального економічного зростання, що враховує ІК в трьох його проявах 
(технологічний ІК, людський ІК та організаційний ІК).     

Основою моделі оптимального економічного зростання є неокласична виробнича 
функція 
                                                 
 І.М. Ляшенко, Ю.П. Тадеєв, 2014. 



Ì²ÆÍÀÐÎÄÍÈÉ ÍÀÓÊÎÂÈÉ ÆÓÐÍÀË «ÅÊÎÍÎÌ²×ÍÀ Ê²ÁÅÐÍÅÒÈÊÀ» 
 

 32 

 ( ),Y F K L= ,  (1) 

яка характеризує технічно ефективні можливості виробництва ( )Y t  в залежності від 

обсягів фізичного капіталу ( )K t  та витрат праці ( )L t .  
Виробнича функція неокласична, якщо вона володіє такими властивостями: 
Стала ефективність від зростання масштабу виробництва: 

( ) ( ), ,F K L F K Lλ λ λ=  для всіх 0λ > ; 

Додатня та зменшуюча віддача ресурсів: 
2 2

2 2
0, 0; 0, 0;

F F F F

K K L L

∂ ∂ ∂ ∂> < > <
∂ ∂ ∂ ∂  

Умови Інади [7]: 

0 0
lim lim ; lim lim 0;
K L K L

F F F F

K L K L→ → →∞ →∞

∂ ∂ ∂ ∂= = ∞ = =
∂ ∂ ∂ ∂  

Істотність: 

( ) ( )0, ,0 0F L F K= = . 

З перших трьох властивостей випливає, що випуск прямує до нескінченності при 
прямуванні будь-якого з ресурсів до нескінченності [4].  

В неокласичній виробничій функції можна перейти до змінних в розрахунку на душу 
населення: 

 
( ) ( ), ,1

K
Y F K L LF L f k

L
 = = = 
  ,  

де 

K
k

L
=

  – капітал на одного працівника, 

Y
y

L
=

 – випуск на одного працівника, а 

функція ( ) ( ),1f k F k= . Таким чином, неокласична виробнича функція може бути 
записана в інтенсивній формі 

 ( )y f k=  . 

 Тоді  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

, ;

lim ; lim 0.
k k

Y Y
f k f k kf k

K L
f k f k

→ →∞

∂ ∂′ ′= = −
∂ ∂

′ ′= ∞ =
 

  В конкурентній економіці капітал і праця оплачуються граничними продуктами, 
тобто граничний продукт капіталу дорівнює ціні оренди R , а граничний продукт праці 
дорівнює ставці заробітної плати w : 

 ( ) ( ) ( ), .R f k w f k kf k′ ′= = −   
 Інтелектуальний капітал (ІК) в детальному розумінні розглядається в трьох проявах 

[8]: 
технологічний ІК, що на основі новітніх технологій, нових технологічних проектів 

дає можливість підвищити продуктивність існуючого фізичного капіталу, немов би 
збільшуючи його кількість на деяку додаткову (адитивну) частину, яка в такому випадку 

вимірюється як додаткова (інтелектуальна) частина фізичного капіталу 0KH ≥ ; 
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людський ІК, що на основі нових професійних навичок, передового досвіду, 
комп’ютерних знань дає можливість підвищити продуктивність існуючого людського 
капіталу (праці), немов би збільшуючи його кількість на деяку додаткову (адитивну) 
частину, яка в такому випадку вимірюється як додаткова (інтелектуальна) частина 

простої праці 0LH ≥ ; 
організаційний ІК, що на основі реклами, нової організації виробництва, співпраці з 

споживачами виробленої продукції дає можливість підвищити попит на продукцію 
існуючого виробництва і, таким чином, стимулювати розширення виробництва, немов би 
збільшуючи його продуктивність на деякий додатній множник (більший за одиницю), 
який в цьому випадку вимірюється як додаткова (інтелектуальна) мультиплікативна 

частина нейтрального ендогенного прогресу ( )0 1A H ≥ . 
 Тоді виробнича функція буде представлятися у вигляді 

 ( ) ( )0 ,K LY A H F K H L H= + + ,  (2) 

де 0H  – організаційний ІК, що описується диференціальним рівнянням капітального 
зростання 

 ( )
0

0
0 0 0 0, 0HH I H H Hα δ= − =&

, (3) 

0
0HI ≥

 – інвестиції в організаційний капітал, α  – коефіцієнт віддачі інвестицій в 

організаційний капітал, δ  – коефіцієнт амортизації, ( )0A H  – мультиплікатор 
організаційного ІК, що володіє властивостями 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 1, 1, 0, 0A A H A H A H′ ′′= ≥ > < ;  (4) 

KH  – технологічний ІК, що описується диференціальним рівнянням капітального 
зростання 

 ( ) 0, 0
KK H K K KH I H H Hβ δ= − =&

,  (5) 

0
KHI ≥

 – інвестиції в технологічний ІК, β  – коефіцієнт віддачі інвестицій в 

технологічний капітал, LH  – людський ІК, що описується диференціальним рівнянням 
капітального зростання 

 ( ) 0, 0
LL H L L LH I H H Hγ δ= − =&

,  (6) 

0
LHI ≥

 – інвестиції в людський ІК, γ  – коефіцієнт віддачі інвестицій в людський 
капітал. 

 Для простоти будемо вважати, що у виробничій функції (2) величини фізичного 
капіталу K  та трудових ресурсів L  є заданими сталими величинами: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0K t K L t L= = .  (7) 

 Тоді замість виробничої функції (2) будемо мати таку функцію  

 ( ) ( ) ( )( )0 0 H , 0K LY A H F K L H= + +
,  (8) 

де 0, KH H  та LH  описуються співвідношеннями (3), (5) та (6).   
 Позначимо суму фізичного капіталу та технологічного ІК як ефективний фізичний 

капітал 

 0 KK K H= +%
,  (9) 

а суму трудових ресурсів та людського ІК як ефективний людський капітал 
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 0 LL L H= +%
.  (10) 

 Для формулювання задачі оптимального економічного зростання трьох видів 
інтелектуального капіталу до вищезазначених співвідношень додається критерій 
оптимальності, що є інтегралом функції корисності споживання  

 
( )

0

, 0tU u C e dtρ ρ
∞

−= >∫
,  (11) 

 та бюджетне обмеження  

 0 K LH H HY C I I I= + + +
.  (12) 

 
 В результаті отримуємо таку модель  

 

( )

( ) ( ) ( )( )
( )
( )
( )

0

0

0

0

0

0
0 0 0 0

0

0

max,

0 H , 0 ,

, 0 ,

, 0 ,

, 0 ,

,

0, 0, 0, 0.

K

L

K L

K L

t

K L

H

K H K K K

L H L L L

H H H

H H H

U u C e dt

Y A H F K L H

H I H H H

H I H H H

H I H H H

Y C I I I

C I I I

ρ

α δ

β δ

γ δ

∞
−= →

= + +

= − =

= − =

= − =

= + + +

≥ ≥ ≥ ≥

∫

&

&

&

  (13) 

 Зазначимо, що модель (13) як задача оптимального керування може бути 
досліджена класичними методами теорії оптимального керування, зокрема з 
використанням принципу максимуму Понтрягіна. 

 Продемонструємо таке дослідження для спрощеної задачі оптимального керування 

(13), коли відсутній організаційний інтелектуальний капітал                ( 0 0H = ), а 
інтегральна функція корисності споживання будується на основі функції корисності зі 
сталою міжчасовою еластичністю заміщення 

 
( )

1 1
, 0

1

C
u C

θ

θ
θ

− −= >
− .  (14) 

 Задачу оптимального керування 

 

( ) ( )( )
( )
( )

1

0

0

0

1
max,

1

0 H , 0 ,

, 0 ,

, 0 ,

,

0, 0, 0.

K

L

K L

K L

t

K L

K H K K K

L H L L L

H H

H H

C
e dt

Y F K L H

H I H H H

H I H H H

Y C I I

C I I

θ
ρ

θ

β δ

γ δ

∞ −
−− →

−

= + +

= − =

= − =

= + +

≥ ≥ ≥

∫

&

&

  (15) 

будемо розв’язувати використовуючи принцип максимуму Понтрягіна. Для цього 
складемо гамільтоніан  
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )0 , 0

K L

K L

t
H K H L

K L H H

J u C e I H I H

F K H L H C I I

ρ µ β δ ν γ δ

ω

−= + − + − +

+ + + − − −
  (16) 

де µ   та ν  – тіньові ціни, пов’язані з KH  та LH  відповідно, а ω  – множник 
Лагранжа, пов’язаний з бюджетним обмеженням. Відмітимо при цьому, що обмеження 

невід’ємності валових інвестицій 
0, 0

K LH HI I≥ ≥
 ми поки-що не враховуємо. 

 Необхідні умови оптимальності першого порядку мають вигляд 

( )0 tJ
u C e

C
ρ ω−∂ ′= ⇒ =

∂ , 

0
KH

J

I
βµ ω∂ = ⇒ =

∂
, 

0
LH

J

I
γν ω∂ = ⇒ =

∂
, 

K K

J F

H H
µ µ µδ ω∂ ∂= − ⇒ = −

∂ ∂
& &

, 

L L

J F

H H
ν ν νδ ω∂ ∂= − ⇒ = −

∂ ∂
& &

. 

Звідси одержуємо 

 K L

F F

H H
β γ∂ ∂=

∂ ∂   (17) 

 Із співвідношення (14) та виразу для змінної ω  одержуємо 

 

C

C

ω θ ρ
ω

= − −
&&

.  (18) 

 Введемо допоміжну змінну  

 

( )
( )
0

0
L

K

L HL
z

K K H

+
= =

+

%

%
  (19) 

і розглянемо співвідношення (17) як рівняння відносно змінної z . 

 З лінійної однорідності виробничої функції ( ),F K L% %

 випливає, що величини 

F

K

∂
∂ %  та 

F

L

∂
∂ %  є однорідними функціями степеня 0, тобто  

( ) ( )0, 0
F F

z z
K L

ϕ ψ∂ ∂= > = >
∂ ∂% % . 

 Разом з тим 

( ) ( )
2

2 2
0 0

F L
z z

K K
ϕ ϕ ∂ ′ ′= − < ⇒ > ∂  

%

% %
, 

( ) ( )
2

2

1
0 0

F
z z

L K
ψ ψ∂ ′ ′= < ⇒ <

∂ % % . 
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Використовуючи умови Інади, одержуємо  

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

0

lim lim 0, lim lim ,

lim lim , lim lim 0.

z K z L

z K z L

F F
z z

K L
F F

z z
K L

ϕ ψ

ϕ ψ

→ →∞ → →

→∞ → →∞ →∞

∂ ∂= = = = ∞
∂ ∂
∂ ∂= = ∞ = =
∂ ∂

% %

% %

% %

% %  
 Перепишемо тоді рівняння (17) у вигляді  

 ( ) ( ) 0z zβϕ γψ− = . (20) 

 У рівнянні (20) зліва маємо монотонно зростаючу функцію, що при зростанні 

аргументу z  на інтервалі ( )0,∞  буде зростати від −∞  до ∞ . В такому випадку очевидно, 

що рівняння (20) має єдиний додатній розв’язок 
* 0z > . Отже, на оптимальному розв’язку 

 

( )
( )

*0
0

0
L

K

L H
z const

K H

+
= = >

+   (21) 

 Умова (21) є магістральною траєкторією задачі оптимального керування (15). 
Висновок. Таким чином, в роботі запропонована нова концепція побудови моделей 

оптимального економічного зростання, що враховує три основні фактори: фізичні 
ресурси, трудові ресурси та інтелектуальний капітал. При цьому інтелектуальний капітал 
представляється у трьох проявах (технологічний ІК, людський ІК та організаційний ІК). 
Показано, що для випадку, коли присутній технологічний ІК та людський ІК відповідна 
задача оптимального керування має єдину магістральну траєкторію.  
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